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2. NOCIONES FUNDAMENTALES DE MODELACIÓN MATEMÁTICA

2.1. La modelación  como método cognoscitivo

La teoría del conocimiento, “gnoseología”,  es una rama de la filosofía en la que se estudian la naturaleza de la cognición, sus posibilidades y la relación entre el conocimiento y la realidad. Esta teoría tiene como principal objetivo determinar las condiciones y criterios necesarios para garantizar la autenticidad y veracidad de la cognición, esto quiere decir que es potestad de la gnoseología el responder al segundo interrogante filosófico “sobre sí es o no cognoscible el mundo”, de este modo, la gnoseología investiga las condiciones, mecanismos, principios formas y métodos de la actividad cognitiva del hombre (Aleksiev y Panin: 2000). En una primera aproximación la cognición  se puede definir como el conjunto de procesos que proporcionan al hombre la posibilidad de recolectar, tratar y utilizar información sobre el mundo y sobre si mismo. A los fenómenos y procesos a los que se enfoca la actividad cognitiva del hombre se les denomina objeto cognitivo, mientras que a quien efectúa la acción cognitiva se le conoce como sujeto cognitivo, de esta forma la cognición se puede entender como la interacción entre el sujeto y el objeto cognitivos, cuya finalidad es obtener la verdad que permita la asimilación del objeto cognitivo según las necesidades del sujeto. De aquí surge la necesidad de estudiar los mecanismos de interacción que permiten la transmisión del conocimiento desde el objeto al sujeto cognitivo.

Uno de los métodos que permite describir estos mecanismos es la modelación, la cual constituye un método cognoscitivo en el que el objeto en estudio es reemplazado con otro, llamado modelo, que cumple con relación al primero unas condiciones de analogía. Después de reemplazar el original por su modelo, el modelo es estudiado y analizado. Las conclusiones y elementos que surjan de este análisis son transferidos al objeto original con base en los criterios y condiciones de analogía y semejanza antes mencionadas. En epistemología  (ciencia del conocimiento científico) los modelos son la forma de explicar la realidad, ejemplos de esto son: el modelo de mecánica newtoniana, el cuántico de Maxwell y el relativista de Einstein. 

La modelación se  aplica en aquellas situaciones donde el estudio o análisis del objeto cognitivo es inviable, resulta muy costoso o demasiado riesgoso. El trabajar con el modelo del objeto cognitivo y no con su original ofrece la ventaja de que, en forma segura, rápida y sin grandes gastos económicos permite estudiar las propiedades del objeto cognitivo en cualquier situación imaginable.


Un paso fundamental de la modelación consiste en la construcción o selección del objeto (tangible o abstracto) que reemplaza al objeto real en estudio. La forma como se reemplaza el objeto real de estudio define el tipo de modelación, el cual puede ser físico, matemático, análogo, lógico, etc. Cada tipo de modelación tiene sus ventajas, desventajas y   requerimientos. De los tipos de modelación mencionados el matemático goza de una gran universalidad, la cual aunada al gran desarrollo de los ordenadores ofrece una gran flexibilidad para la solución de problemas complejos. Según la Enciclopedia Matemática (Виноградов: 1977) por modelo matemático se entiende la descripción aproximada de una clase de fenómenos del mundo exterior, expresada con ayuda de simbolismos matemáticos. Esta noción representa un poderoso método cognoscitivo ya que el análisis de modelos matemáticos de la realidad permite penetrar la esencia de los fenómenos estudiados. En la actualidad es difícil imaginar la ciencia sin la amplia aplicación de modelos matemáticos, aún más, disciplinas científicas como la mecánica, la física y sus múltiples divisiones pueden ser vistas como un conjunto ordenado de modelos matemáticos que se acompañan de un fundamento teórico sobre el nivel de veracidad con que estos modelos reflejan la realidad (ejemplo: modelos corpuscular y ondulatorio de la luz).  Esto permite enunciar que a través de los modelos matemáticos las disciplinas científicas interactúan con la matemática. En esencia es esto lo que reflejan la opinión de  Kant cuando enuncia que “el estudio de la naturaleza contendrá ciencia en sentido propio sólo en la medida en que pueda aplicar las matemáticas.  

La aplicación de la modelación matemática consiste en el reemplazo del objeto cognitivo por su imagen matemática (modelo matemático) la cual, implementada en algoritmos lógico – numéricos  en un ordenador, permite estudiar las cualidades del proceso original. Este método de cognición conjuga las ventajas de la teoría y del experimento. Al trabajar con el modelo matemático y no con el objeto cognitivo (proceso o fenómeno en estudio) en forma relativamente rápida y barata se pueden estudiar sus propiedades de estado y pronosticar la evolución del mismo (ventaja teórica). Al mismo tiempo los algoritmos numéricos permiten, apoyándose en la potencia de cálculo de los ordenadores,  verificar las cualidades del objeto cognitivo en una forma no accesible para los enfoques teóricos (ventaja del experimento).

La modelación matemática ha sido aplicada desde los tiempos en que aparecieron las ciencias exactas. No por casualidad algunos métodos de cálculo llevan el nombre de grandes científicos como Newton y Euler e incluso la palabra “algoritmo” se desprende del nombre del científico árabe del medio evo Al–Guarismi. El segundo nacimiento de la modelación matemática tuvo lugar con la aparición del ordenador en los años 40 – 50  del siglo XX y fue impulsado por los requerimientos, sin precedente, de los gobiernos de Estados Unidos y de la Unión Soviética (Самарскии и Михайлов, 1997) para la creación de escudos de defensa antiaérea contra mísiles nucleares. En este caso la modelación matemática cumplió con todas las expectativas, explosiones nucleares, trayectorias de misiles y lanzamiento de satélites fueron realizados con anterioridad en las entrañas de ordenadores con la ayuda de modelos matemáticos. Este éxito contribuyó al desarrollo de la modelación matemática hasta sus niveles actuales posicionándola en el núcleo estructural de la sociedad de la información. El sorprendente progreso  de los medios de tratamiento y transmisión de información requiere de un núcleo de análisis que permita convertir la materia prima de la información en conocimiento. El desarrollo histórico de la modelación matemática muestra que ella debe ser el núcleo intelectual de las tecnologías de la información ya que esto permitirá resolver no solo problemas directos sino también problemas inversos para la gestión de sistemas complejos. 

2.2. Esquema general de la modelación

El proceso de modelación matemática de cualquier objeto cognitivo (proceso, fenómeno) consiste en un plan de trabajo preciso que se enmarca en tres etapas que conforman la trilogía modelo – algoritmo – programa (véase figura 1).


[image: image1]
Figura 1. Trilogía Modelo – Algoritmo – Programa
(Tomado de: Самарскии и Михайлов, 1997)

En la primera etapa se escoge o construye el equivalente al objeto cognitivo, el cual refleja en forma matemática sus propiedades más relevantes, los mecanismos a los que obedece su comportamiento y las conexiones entre sus partes y con su entorno. El modelo matemático es propuesto e investigado con métodos teóricos, lo que permite obtener información previa sobre el objeto cognitivo. Esta etapa requiere de un conocimiento amplio sobre el proceso en estudio y culmina con la formulación de las expresiones matemáticas que formalizan las concepciones cualitativas que se tiene del proceso.

En la segunda etapa se escoge o desarrolla el algoritmo de cálculo que permite implementar el modelo en un ordenador. El modelo es llevado a una forma que permita la aplicación de métodos numéricos, se define la secuencia de las operaciones lógicas y aritméticas necesarias para encontrar, con la precisión requerida, las incógnitas que expresan las variables de estado del modelo. El algoritmo de calculo no debe distorsionar las cualidades básicas del modelo y en consecuencia del objeto cognitivo, también debe ser económico y adaptable a las particularidades de los problemas que se resuelven y al nivel tecnológico de los ordenadores disponibles.

En la tercera etapa se crean los programas de ordenador que traducen el modelo y el algoritmo a un lenguaje entendible por el ordenador. A estos programas también se les exige ser económicos y adaptables, y son la versión digital equivalente al objeto cognitivo lista para la realización de experimentos numéricos en el ordenador.

Después de cumplir la trilogía  modelo – algoritmo – programa el investigador obtiene una herramienta universal, flexible y de bajo costo. Esta herramienta se depura y sintoniza con experimentos numéricos que permiten demostrar su adecuada correspondencia con el objeto cognitivo para posteriormente realizar los experimentos que arrojarán todas las características, cualitativas y cuantitativas, que se requiere conocer del proceso en estudio. Finalmente es necesario enunciar que el proceso de modelación se acompaña del perfeccionamiento paulatino de los tres eslabones de la triada.
Para hacer aplicable el esquema general de la modelación son necesarios dos elementos adicionales: a) el esquema general del modelo y b) el protocolo de modelación. Cada vez que se construye el equivalente del objeto cognitivo en estudio se utiliza el postulado de la valides de las relaciones causa – efecto característico del determinismo científico. Este principio teórico general puede ser descrito con el siguiente conjunto de tesis: 

1) Los sistemas y procesos materiales son universalmente condicionados;

2)    Cada suceso tiene su causa y es generado por otro suceso. La generación de un suceso se acompaña de la transferencia de sustancia, energía, movimiento e información.

3) Existe una gran variedad de formas de determinación y el principio del determinismo es la fuente de todas ellas.

4) La determinación de los procesos está condicionada por un carácter ordenado y regular. Cada proceso o fenómeno se rige por las relaciones establecidas con su entorno.

El principio de la determinación establece los elementos y subordinación de la relación causa – efecto, designando a la causa como la interacción misma y al efecto  como el resultado de la interacción. La causa precede al efecto pero no todo lo que precede a un fenómeno es su causa (la noche precede al día pero no es la causa del mismo). Causas iguales producen efectos iguales y la recurrencia del efecto ante una causa es indicio de ley. La causa detona un flujo de materia, energía, movimiento o información el cual transcurre en un dominio abstracto o tangible. Este dominio es el equivalente de la noción de sistema y el flujo mencionado refleja lo que usualmente se denomina como proceso. En general, observando la secuencia y los elementos impuestos  por el principio del determinismo, las relaciones causa – efecto pueden ser diagramadas de la siguiente forma:


[image: image2]
Figura (2). Esquema de las relaciones causa – efecto: (a) secuénciales (b) con retroalimentación.

Las relaciones causa – efecto secuenciales (véase figura 2 – a) reflejan procesos en sistemas en los que no existe posibilidad de flujo de materia, energía o información del efecto a la causa o al sistema mismo. Por el contrario, las relaciones causa – efecto con retroalimentación se dan en aquellos sistemas que sí lo permiten. El esquema causa – efecto tipo (a) es un caso particular (reducido) del esquema tipo (b). En este esquema por sistema se entiende “un complejo de elementos que interactúan” (Bertalanffy: 1976), siendo una cualidad intrínseca del elemento su necesaria presencia en el sistema para que este pueda existir. La definición de sistema propuesta por Bertalanffy debe ser ajustada explicitando que el conjunto de elementos es limitado y ordenado por una estructura que le da coherencia. Esta estructura abarca las relaciones y enlaces estables entre los elementos, lo que incluye su ubicación espacial y los enlaces entre las distintas etapas de desarrollo.

La práctica demuestra que en la naturaleza los procesos transcurren  bajo los esquemas enunciados, por ello el modelo que se utilice como análogo de un proceso natural debe contener una estructura muy similar a la presente en estos esquemas. En efecto, el esquema general de los modelos matemáticos presenta una estructura muy similar que se representa de la siguiente forma:


[image: image3]
Figura 3. Esquema general de un modelo matemático

En detalle: las entradas del modelo representan las variables que activan el flujo de materia, energía o información en el sistema (por ejemplo la precipitación al caer y redistribuirse sobre la cuenca impulsa los flujos de agua en la misma), las entradas son la analogía de la causa. Las salidas están conformadas por el vector de variables que caracterizan el estado del sistema (por ejemplo los caudales líquido y sólido de una cuenca). A su vez la estructura del modelo  –analogía del sistema en el que transcurre el proceso– es el mecanismo de transformación de las entradas en salidas. En si la estructura del modelo es el corazón del mismo, por ello su grado de complejidad, como elemento del modelo, es mayor. La estructura del modelo está conformada por:

El operador – la estructura matemática que establece las reglas de correspondencia entre las entradas (causas) y su imagen en el dominio de las salidas (efectos). Más estrictamente el operador matemático refleja un conjunto de funciones (X) en otro conjunto funcional (Y).

Los parámetros – magnitudes encargadas de describir las características físicas y funcionales del sistema.

Las variables de estado – magnitudes que representan el estado del sistema y cuya evolución espacio temporal constituye las salidas del modelo.

La función de retroalimentación – mecanismo que refleja el grado en el que las salidas del modelo influyen en el transcurrir de los procesos del sistema. Generalmente es una cualidad intrínseca del operador del modelo. En parte representa el orden de no linealidad del proceso en estudio.

2.3. Ejemplos de operadores matemáticos

Entre las nociones descritas el operador matemático es de gran importancia. La selección del operador matemático es una tarea difícil que se basa en la experiencia existente sobre el proceso en estudio. Generalmente para establecer el operador matemático se hace uso de las leyes de conservación de masa, momento, energía e información en un volumen de control determinado. Como ejemplos de operador matemático se pueden enunciar las siguientes expresiones:

Operador de diferenciación
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Operador de Laplace o laplaciano – Operador diferencial “
[image: image5.wmf]D

” definido en un espacio 
[image: image6.wmf]n

Â

 y definido por la expresión 
[image: image7.wmf]n

x

x

x

L

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

D

=

2

2

2

1

2

...

 donde 
[image: image8.wmf])

,...,

,

(

2

1

n

x

x

x

 son coordenadas en 
[image: image9.wmf]n

Â

.  Es un operador diferencial elíptico de segundo orden que juega un papel muy importante en la fisicomatemática y la geometría. 
[image: image10.wmf])

...

,

(

 

sí

 

2

1

n

x

x

x

f

g

=



[image: image11.wmf]n

x

g

x

g

x

g

g

g

L

¶

¶

+

+

¶

¶

+

¶

¶

=

D

=

Þ

2

2

2

1

2

...

)

(

.
Operador de Hamilton, hamiltoniano u operador nabla  - Operador diferencial de primer orden representado por el signo 
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 y aplicable para la descripción de operaciones diferenciales en análisis vectorial (Hamilton: 1853). En un sistema cartesiano rectangular de coordenadas 
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La aplicación del operador hamiltoniano sobre una función escalar 
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El cuadrado escalar del operador hamiltoniano da como resultado el operador de Laplace:
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